Rozwigzania kolokwium nr 2 (9 stycznia 2025). AM II.1 (2024/2025)

Kolokwium nr 2. z 9 stycznia 2025 — rozwiazania wzorcowe

Uwaga: Przedstawione ponizej rozwigzania nie sg jedynymi mozliwymi rozwigzaniami, za ktére mozna
bylo uzyskaé¢ maksymalna liczbg punktéw.

Zadanie 1. W zaleznosci od parametréw a, b € R rozstrzygnaé, czy funkcja f: R? — R dana wzorem
flz,y) = (sinz+ 1) (ay+1)+b (Qx —e¥(r + 1)2> —

ma w punkcie (0, 0) ekstremum lokalne. Jesli tak, okresli¢ rodzaj tego ekstremum.

Rozwiqzanie.

ZnajdZmy najpierw gradient funkcji f w punkcie (0, 0).
of of
— = 1 2011 — €Y 1))—-1 — =
ax('x’y) (ay+ )COS$+ b( € (iL' + )) ) am(()?O) 07
(;Z;(x,y) =a(sinz +1) — be¥(z + 1)?, g;};(o,o) —a—b.

Warunkiem koniecznym by funkcja f miata w (0,0) ekstremum jest zerowanie si¢ gradientu f, czyli
Vf(0,0) =[0,a — b] = |0, 0]. Stad wynika, ze a = b.

Aby okresli¢ charakter ekstremum policzmy druga pochodna funkcji f w punkcie (0, 0). Mamy (dla
a =b):

? 2
g;;(%y) = —(ay + 1)sinx — 2ae”, gmj;(o’o) — —2q,
(92f an

= — 2 1 Yy _
Ox0y (z,y) = acosz — 2a(z + 1), axay(0,0) a
82f 82f
gy By = —ad(z+ 1) 720,00 = —a.

Zatem
D2f(0, 0) = [

Wyznaczniki minoréw D? f(0,0) sa rtéwne —2a oraz a*. Poniewaz wyznacznik jest dodatni dla a # 0,
a pierwszy minor jest ujemny dla ¢ < 0 i dodatni dla a > 0, to (z kryterium Sylwestera) D?f(0,0)
jest ujemnie okreslona dla a < 0, czyli f ma wéwczas maksimum lokalne w (0, 0). Dla @ > 0 macierz
D?£(0,0) jest dodatnio okreslona, a zatem f ma minimum lokalne w (0, 0).

Pozostaje do rozstrzygniecia przypadek a = b = 0 gdy macierz D?f(0, 0) jest nieujemnie i niedo-
datnio okreSlona. Dla @ = b = 0 mamy

26 —a
—a —al’

1
flz,y) =sinz+1—-2=1- 6x3 + o(z?).

Zatem, w otoczeniu x = 0 funkcja f jest wigksza od f(0,0) = 1 dla —e < 2 < 0 i mniejsza do 1 dla
0 < ¢, ala pewnego € > 0. To oznacza, ze f nie ma w (0, 0) ekstremum dla a = b = 0.

Zadanie 2. Funkcja f: R? — R jest dwukrotnie rézniczkowalna i spelnia

L J@y) - exp((@ 4 29)) + 5sin(y)

= Il
(z,y)—(0,0) x? + y?

a) Wyznaczy¢ wielomian Taylora stopnia 2 funkcji f wokét punktu (0, 0).
b) Uzasadnié, ze punkt (0, 0) jest punktem krytycznym funkcji f.

¢) Rozstrzygnaé, czy funkcja f ma w punkcie (0, 0) ekstremum lokalne.
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Rozwiqzanie.
— 0
2 + y?
dla (z,y) — (0,0). Dlatego wielomian Taylora stopnia 2 funkcji f jest taki sam jak wielomian Taylora
stopnia 2 funkcji

Zauwazmy, ze jesli W (x,y) jest wielomianem Taylora stopnia 2 funkcji f, to

9(z,y) = eXp((x + 2y)2) — 5sin®(y) + 2% + 2

Korzystajac ze znanych rozwini¢¢ funkcji wyktadniczej i sinusa, otrzymujemy

2
9(w,y) =1+ (x+2y)° + o((x + 29)?) = 5(y — o(y)) +2? +y* =
= 1+x2+4:1:y+4y2—5y2+x2+y2+0<$2+y2) =
= 14227 + 4oy + 0(:1:2 + yz).
Stad wielomian stopnia 2 funkcji f w (0,0) jest réwny 1 + 222 + 4zy.
Poniewaz wielomian W nie ma sktadnikéw liniowych, to oznacza, ze gradient f zeruje si¢ w (0, 0),
a zatem (0, 0) jest punktem krytycznym funkcji f. Z postaci wielomianu mozemy tez odczyta¢ postaé

drugiej pochodnej f w (0,0). Drugie pochodne wzgledem 22 i y* to wsp6tczynniki przy, odpowiednio,
22 oraz y? pomnozone przez 2, za$ pochodne mieszane sa réwne wspétczynnikowi przy xy. Zatem

D2£(0,0) = E ‘O"] .

Latwo zauwazy¢, ze D? f(0,0) jest nieokreSlona, bo ma ujemny wyznacznik (wiec wartosci wlasne sa
réznych znakéw). Zatem f nie ma w (0, 0) ekstremum.

Zadanie 3.  a) Wykazad, ze istnieje ¢ > 0 oraz funkcja 2z : (—¢,¢) x (2 —¢,2 +¢) — R klasy C',
taka ze z(0,2) = 1 oraz réwnanie
(z+2)y - 2(z,y) -y - 2°(2,y) = 2°
spetnione jest dla wszystkich |z| < ¢, |y — 2| < e.
b) Znalez¢ stozek styczny do wykresy funkcji z w punkcie (0, 2).
¢) Uzasadnid, ze funkcja z jest klasy C'*° na pewnym otoczeniu punktu (0, 2).
Rozwiqzanie.

Niech
F(J},y,Z) = (ZE + 2>y2 - y2225 - xS'

Oczywiscie F jest klasy C* oraz F'(0,2,1) = 0. Zauwazmy, ze

OF

OF

il e 22 _
5y (12¥,2) = yz = 327, 5-(0.2,1) =2,
OF - i o B
dy (2,y,2) = (x + 2)z — 2yz™, a9 (0,2,1) = —2,
OF OF

0z (z,y,2) = (z + 2)y — 25y 0z (0,2,1) = —96.

Poniewaz %—f (0,2,1) # 0, to z twierdzenie o funkcji uwiktanej istnieje funkcje z opisana w tresci punktu
a). Poniewaz [ jest klasy C'* funkcja z jest tej samej klasy (okre$lona na odpowiednio matym otoczeniu
punktu (0, 2)) — co byto uzasadnione na wyktadzie.
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Pozostaje nam do znalezienia stozek styczny. Zauwazmy, ze wykres funkcji z(x, y) jest (w otoczeniu
punktu (z,y, z) = (0,2, 1) poziomica funkcji F, zatem przestrzefi styczna (stozek styczny) do wykresu
funkcji z w punkcie p = (0, 1, 2) jest prostopadta do gradientu funkcji F', czyli jest rtéwna

{(x,y, ) €R®:[2,-2,—-23] - [x,y,z]z?x—?y—?SzzO}.

W sformulowanym na wyktadzie twierdzeniu zakladaliSmy, ze F jest klasy C, a w tezie otrzy-
mywali$my, ze rozwiklana funkcja (tutaj z) jest tez klasy C*. Pézniej uzasadniali$my, ze jesli F
jest klasy C*, to z tez jest tej samej klasy. Dla porzadku, zapisze tutaj uzasadnienie tego faktu, bo
nie znalazto si¢ ono w notatkach. Zauwazmy, ze z twierdzenia o funkcji uwiktanej (udowodnio-
nego na wykladzie, dla F klasy C''), a konkretniej ze wzoru na pochodna z wynika, ze pochodne
czastkowe z sa funkcjami wymiernymi pochodnych czastkowych funkcji F', gdzie w mianowni-
ku znajduje si¢ wyznacznik rézniczki [’ wzgledem odpowiednich zmiennych (w naszym zadaniu
wzgledem 2), ktéry jest niezerowy na otoczeniu danego punktu. Jesli F jest klasy C*, k > 1,
to jej pochodne czastkowe sa klasy C*~!. Poniewaz wiemy, ze z jest klasy C', to pochodne po-
chodnych czastkowych sa ciagle, zatem drugie pochodne z sa ciagte. Rozumujac indukcyjnie
dowodzimy, ze z jest klasy C*. Oczywiscie, jesli F jest klasy C, to rozumowanie indukcyjne
implikuje, ze z tez jest tej klasy.

W tym zadaniu jest jeszcze prosciej, bo zaréwno licznik jak i mianownik sa po prostu wielomia-
nemod z, y 1 z. A zatem, drugie pochodne czastkowe z wzglegdem x 1y to beda funkcje wymierne,
gdzie w liczniku mamy wielomian od z, ¥, 2 1 pochodnych czastkowych z a w mianowniku wie-
lomian od z, y, z, ktdry si¢ nie zeruje na otoczeniu punktu (0, 2). Poniewaz pochodne czastkowe
z sa ciagle, to drugie pochodne czastkowe z sa ciagle, czyli = jest klasy C?. Rozumowanie induk-
cyjnie dowodzi, ze z jest klasy C'°.

Zadanie 4. Obliczy¢ granice

] \"™ " .

Rozwiqzanie.

T\" x
Oznaczmy f,(x)=(14+—) ——
znaczmy fu(z) ( +n> |

zbioru [0, n|. Zauwazmy, po pierwsze, ze (1 + %)n < e” dla wszystkich = > 0. Po drugie

n

e Xpn(x)dlaz > 0, gdzie x|, 0znacza funkcje charakterystyczna

LA {x” <1 dlaz € [0, 1]

X n
2 41 2o =1 dlaz>1.
X

2

1
A zatem 0 < f,(z) < mm{l } g(x) dla wszystkich x > 0. Poniewaz

/mln{ }d)\l /dx+/dx—1_i

[0,00)

—1-(0-1)=2,
1

to f,, majoryzuja si¢ przez g. Zatem z twierdzenia o zbieznoSci zmajoryzowanej mamy

lim / £odr = / lim_f, dAs.

n—-+o00
[0,00) [0,00)
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Policzmy granicg punktowa ciagu f,,. Oczywiscie mamy (1 + %)n — e*. Z drugiej strony, jesli x €

[0,1),t0 = — 0.Jesliz = 1, t0 = = 3. Jesliz > 1, to
" 1 1
- —.
241 g2 = a?
Zatem

/ lim_f,dAs = /de+/fdx_o+o+1_1

’rL—)

[0,00)

Zadanie 5. a) Zalézmy, ze p jest miara na (R, B(RR)), taka ze dla kazdego n € IN zachodzi
u([nQ, (n + 1)2)> = 5. Wykazaé, ze

Vv du(z) <3
[1,00)
b) Niech f,: R — R beda mierzalne oraz f,, — f prawie wszedzie (wzgledem miary \;) dla pewne;j
funkcji f: R — R. Wykazad, ze jesli

liminf [ f2(x)(1+ 2*) d\ (z) < oo,

R
to funkcja f jest catkowalna na R (wzglgdem miary A;).
e 1
Przypomnienie: Z ng" ! = ﬁ dla |¢| < 1; B(R) to rodzina podzbior6w borelowskich R.
n=1 —4q

Rozwiqzanie.
a) Z addytywnosci catki wzgledem sumy zbior6w mamy

[e.e]

I= / vV du(z) = / vV dp().
[1.00) "2, (n41)?)
Oczywiscie na zbiorze [n?, (n + 1)?) zachodzi oszacowanie n < /= < n + 1. A zatem
1<y / (n+1) du(z) = Y- (n+ Du([p*, (n+1)%)) = Z
n:l[n27(n+1)2) n=1 n=1
>k >k 1
=Y =Ygl 1=3
k=2 = (1 - 5)

Oszacowanie z dotu jest podobne

>3 / ndu(z) = > nu([n®, (n+1)%)) = Zzﬁ—iz
nzl[nQ,(n+1)2) n=1 n=1 n=1

b) zauwazmy, ze funkcja pod calka jest nieujemna, wigc z lematu Fatou mamy

oo>li£riinf/f2 )1+ 2%) dA (o /hmmff2 x)(1+ /f2 )(1+ 2?) dA ().

Wykazemy, ze f jest catkowalna, czyli

/f2 )1+ 22) d)\l()<oo:>/|f ) d(z) < oo.
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Wersja pierwsza (teorio miarowa) rozwiazania

Idea. Zauwazmy, ze jesli | f(x)[(1 + 2®) < 1, to f mozemy z géry oszacowaé przez ; + ——, ktéra
jest catkowalna. Natomiast jesli |f(x)|(1 + 2*) > 1, to po przemnozeniu stronami przez |f|
dostajemy oszacowanie | f| przez f%(z)(1 + x?), ktdra jest catkowalna z zalozeri zadania.

Oznaczmy

A:{xelR:|f(x)|(1+x2)<1}, B=R\ A

Zauwazmy, ze na zbiorze B zachodzi | f(x)|(1 + 2?) > 1, czyli | f(z)| < f*(z)(1 + 2?). A zatem

/IfIdM </f2<:c)(1+x ) dA; (2 /f2 )1+ 22) dA (2) < +o0.
B B

Na zbiorze A zachodzi |f(x)| < A zatem

1-1-2

1
1+x2

dox = 7.

/|f|d/\1< g
A A

WykazaliSmy zatem, ze

=~

Jifldx = [ 1+ [ 1f1dx < oo,
R A B

a zatem f jest catkowalna.

Wersja druga rozwigzania — punktowe oszacowanie z nieréwnosci mi¢dzy Srednimi

Idea. Chcemy oszacowaé |f(x)| punktowo z dotu. Wiemy, ze catka z f?(x)(1 + z?) jest skon-
czona. Sprébujmy oszacowaé |f(x)| korzystajac ze znanego oszacowania z nieréwnosci mi@dzy
$rednimi: |al||b| < (a —|—62> Chcemy by a? = f?(x)(1+x?). Skoro |ab| = | f(z)],to b =

1+2

Zauwazmy, ze dla kazdego x € R zachodzi nastgpujaca nierdwnos¢

1 1/, , 1
@) = (@) Vita |m<2<f @+ + 1 ).

WykazaliSmy juz, ze /f2(x)(1 + 2%) d\; (x) < +00. Wiemy tez, ze
R

T de
1+ 22 =1 < Q.
R —00
Stad mamy
1 1 1
!ﬂ(ldk 2! 2)(1+2) A\ (2) + Qzl+ﬂdM@»<+m,

co dowodzi, ze funkcja f jest catkowalna.



